讲   稿

第一章 概率论的基本概念

一、基本概念
1.  随机试验
2. 样本空间
试验所有可能结果的全体是样本空间称为样本空间。通常用大写的希腊字母[image: image1.wmf]W

表示（本书用S表示）每个结果叫一个样本点.

3．随机事件
[image: image2.wmf]W

中的元素称为样本点，常用[image: image3.wmf]w

表示。

(1) 样本空间的子集称为随机事件(用A,B表示)。

(2) 样本空间的单点子集称为基本事件。

(3) 实验结果在随机事件A中，则称事件A发生。

(4) 必然事件[image: image4.wmf]W

。
(5) 不可能事件
[image: image5.wmf]F

。

(6) 完备事件组（样本空间的划分）
4．概率的定义（公理化定义）
5．古典概型

随机试验具有下述特征：
1）样本空间的元素（基本事件）只有有限个；
2）每个基本事件出现的可能性是相等的；

称这种数学模型为古典概型。
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6．几何概型
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7．条件概率
设事件B的概率
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为在已知事件Ｂ发生的条件下事件Ａ发生的条件概率。
8．条件概率的独立性
 A、B [image: image12.wmf]F

Î

,若P(AB)= P(A) P(B) 则称事件A、B是相互独立的，简称为独立的。
设三个事件A,B,C满足
P(AB)=P(A)P(B)

P(AC)=P(A)P(C)

P(BC)=P(B)P(C)

P(ABC)=P(A)P(B) P(C)  称A,B,C相互独立。
二、事件的关系的关系与运算
１.事件的包含关系

若事件A发生必然导致事件B发生，则称事件B包含了A， 记作[image: image13.wmf]B
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２. 事件的相等
设A,B[image: image14.wmf]W
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，称A与B相等，记为A=B，
３.并(和)事件与积(交)事件
 “A与B中至少有一个发生”为A和B的和事件或并事件。记作[image: image17.wmf]B
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“A与B同时发生”这一事件为A和B的积事件或交事件。记作[image: image18.wmf]B

A

×

或[image: image19.wmf]B
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４.差事件
 “A发生B不发生”这一事件为A与B的差事件，记作[image: image20.wmf]B
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５.对立事件
称“[image: image21.wmf]A
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”为A的对立事件或称为A的逆事件，记作[image: image22.wmf]A

。
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６.互不相容事件（互斥事件）
若两个事件A与B不能同时发生，即[image: image25.wmf]F
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AB

，称A与B为互不相容事件（或互斥事件）。
７.事件的运算法则
1)交换律  [image: image26.wmf]BA

AB

A

B

B

A

=

È

=

È

,
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3)分配律   [image: image28.wmf](
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4)对偶原则 
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三、常用公式

1.加法公式

（1）对任意两个事件A、B，有P([image: image32.wmf]B
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)+P([image: image34.wmf]B
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（2）对任意三个事件A、B，C
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2.减法公式
若A
[image: image37.wmf]Ì

B  则P(B-A)= P(B)-P(A); P(B)
[image: image38.wmf]³

P(A)

P(A-B)= P(A)-P(AB) 
3.对立事件概率公式
对任一随机事件A，有 P（[image: image39.wmf]A

）=1-P（A）；
4.乘法公式
当
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5全概率公式
定理1：设 
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6、贝叶斯公式
定理2：若
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则对任一事件
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两个公式的相同点：相关问题都有两个阶段；

两个公式的不同点：

全概率公式用于求第二阶段某事件发生的概率，“由因求果”

贝叶斯公式用于已知第二阶段的结果，求第一阶段某事件发生的概率，“由果求因”
7.贝努里概型
贝努里试验:若试验E只有两个可能的结果A及[image: image52.wmf]-

A

，称这个试验为贝努里试验。
贝努里概型
设随机试验E具有如下特征：
1）每次试验是相互独立的；
2）每次试验有且仅有两种结果：事件A和事件
[image: image53.wmf]A

；
3）每次试验的结果发生的概率相同　
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称试验E表示的数学模型为贝努里概型。若将试验做了n次，则这个试验也称为n重贝努里试验。记为[image: image56.wmf]n

E

。
设事件
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在n次试验中发生了
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次，则
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第二章 一维随机变量及其分布
一、分布函数的定义与性质

1. 随机变量
定义1：设随机试验的每一个可能的结果（样本点）ω唯一地对应一个实数
[image: image60.wmf])
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，则称实变量
[image: image61.wmf]X

为随机变量，通常用大写字母X,Y,Z等表示随机变量，
例1：一射手对一射击目标连续射击，则他命中目标的次数
[image: image62.wmf]X

为随机变量，
[image: image63.wmf]X

的可能取值为0，1，2……
例2：某一公交车站每隔5分钟有一辆汽车停靠，一位乘客不知道汽车到达的时间，则侯车时间为随机变量
[image: image64.wmf]X

,[image: image65.png]


的可能取值为
[image: image66.wmf]X

=
[image: image67.wmf]]
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例3：大炮对某一目标射击，弹着点的位置，如果建立如图所示的坐标系，则弹着点就可以用一个二维坐标（X,Y）表示出来，这时，就要用二维随机变量来描述。
2. 分布函数

定义2  定义在样本空间
[image: image68.wmf]W

上，取值于实数域的函数
[image: image69.wmf]()
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，称为是样本空间
[image: image70.wmf]W

上的（实值）随机变量，并称
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是随机变量
[image: image72.wmf]()

xw

的概率分布函数.简称为分布函数.

    分布函数的性质：

    （1）单调性  若
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    （3）右连续性  
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二、离散型随机变量

1.概念

定义3：只取有限个或可列个值的变量X为一维离散型随机变量简称离散型随机变量。
2.分布律及其表示

如果离散型随机变X可能取值为(
[image: image79.wmf].
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)，相应的概率[image: image80.png]pi=Pé=a)



 为随机变量X的分布列，也称为分布律，简称分布。

（1）分布律表示方法——公式法
[image: image81.png]pi=Pé=a)




（2）分布律表示方法——列表法
也可以用下列表格或矩阵的形式来表示，称为随机变量[image: image82.png]


的分布律：
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分布列的性质:
非负性：1）
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例1: 已知
[image: image91.wmf]÷
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 (1)求
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，(2)分布函数
【解】
[image: image93.wmf]2

1

-

=

a

       
[image: image94.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

³

<

£

<

£

<

=

2

1

2

1

1

0

0

0

)

(

4

3

4

1

x

x

x

x

x

F


例2：设袋中有五个球（3个白球2个黑球）从中任取两球，X表示取到的黑球数。（1）求X的分布律；（2）为随机变量X的分布函数

【解】X可能取值为0，1，2。
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X的分布律  
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三、连续型随机变量

1.一维连续型随机变量的概念

定义1  若X是随机变量，
[image: image100.wmf]()
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，则称X为连续型随机变量，相应的
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image106.wmf]()

px

是
[image: image107.wmf]()

Fx

的概率密度函数或简称为密度.

2.密度函数
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例3：设随机变量X的分布函数为  
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例4：设随机变量X的概率密度函数为  
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    (2)分布函数   （3）求 
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【解】  （1/6）（
[image: image131.wmf]48
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四、常见分布

 (1)两点（0-1）分布  设离散型随机变量
[image: image132.wmf]x

的的分布列为
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服从两点分布，亦称
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服从（0—1）分布，简记为
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    (2)二项分布  若离散型随机变量
[image: image138.wmf]x

的分布列为
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服从参数为
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    易验证  
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显然，当
[image: image146.wmf]n

=1时，二项分布就化为两点分布.可见两点分布是二项分布的特例.

    (3)普哇松（Poisson）分布  设离散型随机变量
[image: image147.wmf]x

的所有可能取值为0，1，2，
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，且取各个值的概率为
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    定理（普哇松定理）在
[image: image155.wmf]n

重贝努里试验中，事件
[image: image156.wmf]A

在一次试验中出现的概率为
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    (4)几何分布  设
[image: image162.wmf]x

是一个无穷次贝努里试验序列中事件
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   (5)均匀分布

若随机变量
[image: image170.wmf]()
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的概率密度函数为
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时，则称随机变量
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上的均匀分布.显然
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记为
[image: image176.wmf]x
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(6)指数分布

若随机变量
[image: image178.wmf]X

的分布函数为
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概率中称
[image: image180.wmf]X

服从参数为
[image: image181.wmf]l

的指数分布.而随机变量
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(7)正态分布

设随机变量X的概率密度为
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相应的分布函数为
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并且称
[image: image190.wmf]()

Fx

为正态分布，记作
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.如果一个随机变量X的分布函数是正态分布，也称X是一个正态变量.
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分布常常称为是标准正态分布，其密度函数通常以
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   (1)
[image: image196.wmf])
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是偶函数，图像关于y轴对称，
[image: image197.wmf])
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f

关于
[image: image198.wmf]m
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对称；

  （2）
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在
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，
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在
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  （3）
[image: image203.wmf]1

±

=

x

是
[image: image204.wmf])

(

x

j

的拐点，
[image: image205.wmf]s

±

=

x

是
[image: image206.wmf])

(

x

f

的拐点；
  （4）若
[image: image207.wmf])

,

(

~

2

s

m

N

X

，则
[image: image208.wmf]5

.

0

}

{

}

{

=

³

=

£

m

m

X

p

X

p


  （5）
[image: image209.wmf])

(

1

)

(

x

x

F

-

=

-

F


例5：设随机变量
[image: image210.wmf]x

服从正态
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【解】
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五、一维随机变量函数的分布

1.一维离散型随机变量函数的分布

例6，已知
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2.一维连续型随机变量函数的分布

    设
[image: image222.wmf]()
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为一通常的连续函数，令
[image: image223.wmf])
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，其中X为随机变量，那么Y也是随机变量，并称它为随机变量X的函数.
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例7：已知
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【解】   
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例8：已知随机变量
[image: image236.wmf]X

的概率密度为
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的概率密度。

   解题步骤：

 （1）求出x的有效作用范围（
[image: image239.wmf]0
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【解】（1）
[image: image250.wmf]8

0

£

£

x

时，
[image: image251.wmf]x

y

sin

=

 ，
[image: image252.wmf]1

0

£

£

y

;

(2)当
[image: image253.wmf]0

£

y

时，
[image: image254.wmf]0

}

{

)

(

=

£

=

y

Y

p

y

F

Y

    

  当
[image: image255.wmf]1

³

y

时，
[image: image256.wmf]1

}

{

)

(

=

£

=

y

Y

p

y

F

Y

 

  当
[image: image257.wmf]1

0

<

<

y

时，


[image: image258.wmf]}

{sin

}

{

)

(

y

X

p

y

Y

p

y

F

Y

£

=

£

=



[image: image259.wmf]}

arcsin

{

}

arcsin

0

{

p

p

£

£

-

+

£

£

=

X

y

p

y

X

p


=
[image: image260.wmf]dx

x

dx

x

y

y

ò

ò

-

-

arcsin

arcsin

0

2

2

p

p

p

p


     （3）
[image: image261.wmf]=

)

(

y

f

y



 EMBED Equation.3  [image: image262.wmf])

(

/

y

F

Y


[image: image263.wmf]ï

î

ï

í

ì

<

<

-

=

other

y

y

0

1

0

1

1

2

p


例9：设随机变量X的概率密度为
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F(x)是X的分布函数. 求随机变量Y=F(X)的分布函数.

【解】易见，当x<1时，F(x)=0; 当x>8 时，F(x)=1.对于
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设G(y)是随机变量Y=F(X)的分布函数. 显然，当
[image: image267.wmf]0

<

y

时，G(y)=0；当
[image: image268.wmf]1

³

y

时，G(y)=1.

 对于
[image: image269.wmf])

1

,

0

[

Î

y

，
[image: image270.wmf]}

)

(

{

}

{

)

(

y

X

F

P

y

Y

P

y

G

£

=

£

=


              =
[image: image271.wmf]}

)

1

(

{

}

1

{

3

3

+

£

=

£

-

y

X

P

y

X

P

=
[image: image272.wmf].

]

)

1

[(

3

y

y

F

=

+


于是，Y=F(X)的分布函数为
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例10：设随机变量
[image: image274.wmf]X

的概率密度为
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【解】  设
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定理 设
[image: image293.wmf]x

是一个连续型随机变量，其密度函数为
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，又
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    证明  不妨设
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由此得
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同理可证当
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由此定理得证.

 例11：  设
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第三讲：多维随机变量及其分布

一、基本概念

1联合分布函数

设（
[image: image314.wmf]Y
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）是二维离散型随机变量，
[image: image315.wmf]y

x

,

是任意实数，
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二维随机变量（
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）的联合分布函数。
2.联合分布函数的性质
（1）单调性
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3．边缘分布函数

设（
[image: image324.wmf]Y
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）是二维离散型随机变量的联合分布函数为
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二维随机变量（
[image: image328.wmf]Y

X

,

）的边缘分布函数。

二、离散型二维随机变量

1. 离散型二维随机变量的分布律
设
[image: image329.wmf])
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是二维离散型随机变量
[image: image334.wmf])
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的联合分布.

    二维联合分布的三个性质：
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2. 离散型二维随机变量的分布函数
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3. 离散型二维随机变量的边缘分布
设二维随机变量（
[image: image337.wmf]Y

X
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）的联合概率分布
[image: image338.wmf]}

,

{

j

i

y

Y

x

X

p

=

=

=
[image: image339.wmf](,1,2,)

ij

pij

=

L

中对固定的
[image: image340.wmf]i

关于
[image: image341.wmf]j

求和而得到

 
[image: image342.wmf]å

¥

=

=

=

+¥

£

=

=

=

1

.

}

,

{

}

{

j

i

ij

i

i

p

p

Y

x

X

p

x

X

p



[image: image343.wmf]å

¥

=

=

=

£

+¥

£

=

=

1

.

}

,

{

}

{

i

j

ij

j

j

p

p

y

Y

X

p

y

Y

p


4. 离散型二维随机变量的条件
对于固定的
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为在
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的条件下，随机变量
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   同样定义
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  条件概率符合概率的性质
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5. 离散型二维随机变量的独立性
设离散型随机变量
[image: image354.wmf])
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的联合概率分布列与边缘分布为：
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定理1：离散型随机变量
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独立的充分必要条件是对于任意的
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例1 从1，2，3，4种任取一个记为
[image: image363.wmf]X

，在从1
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种任取一个记为
[image: image365.wmf]Y
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(1)求二维随机变量（
[image: image366.wmf]Y

X
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）的联合分布律 
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(2)求二维随机变量（
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(4) 随机变量
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独立吗？
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不独立。
例2  
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例3 已知X,Y独立，完成下表：
	X     Y
	   1     2      3
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例4 已知（X,Y）的分布律为： 
	X     Y
	  0      1
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2
	  0.4    a 

   b    0.1


已知
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三、连续型二维随机变量

1．定义与性质
如果联
[image: image393.wmf](,)
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是一个合分布函数，若存在函数
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成立，则称
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的联合概率密度函数或简称为密度.

如果二维随机变量
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的联合分布函数
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是连续型分布函数，就称
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是二维的连续型随机变量.

密度函数的性质：由分布函数的性质可知，任一二元密度函数
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反过来，任意一个具有上述两个性质的二元函数
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，必定可以作为某个二维随机变量的密度函数.此外，密度函数还具有性质：
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2．连续型随机变量的边缘分布

若（
[image: image412.wmf]Y
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）联合分布函数已知，那么，它的两个分量X与Y的分布函数称为边际分布函数可由联合分布函数
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3. 连续型随机变量条件分布

 若（
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则称
[image: image431.wmf]Y
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4.随机变量的独立性

设随机变量
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则称
[image: image436.wmf]Y
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定理2：如果
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是二维连续型随机变量，则X与也都是连续型随机变量，它们的Y密度函数分别为
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 (2)X与Y独立,则
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   四、二维随机变量函数的分布
1.离散型随机变量函数的分布

例1．已知二维随机变量
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2.连续型随机变量函数的分布

已知（
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）联合概率密度
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第四章 随机变量的数字特征
一、随机变量的数学期望
1．数学期望的定义
定义:(1)若离散型随机变量
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可能取值为
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3.随机变量的数学期望的性质
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4．常见几种分布的数学期望
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（3）普哇松分布的数学期望
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(6)正态分布的数学期望
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二、方差

1.方差的定义

定义：设
[image: image554.wmf]X

是一个离散型随机变量，数学期望
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称为标准差或根方差，在实际问题中标准差用得很广泛。
   常用的计算方差的公式
      
[image: image561.wmf]2

2

)

(

)

(

EX

X

E

DX

-

=
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3.常见分布的方差

(1)两点分布的方差
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(2) 普哇松分布的方差  
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(4) 指数分布的方差
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(6)正态分布的方差
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(5)若X,Y独立，则
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